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(iv) m.s.d.B. lies on a quartic surface in direct space
[equation (12)];

(v) r.m.s.d.B. lies on an ellipsoid in direct space
[equation (13)];

(vi) constant temperature factor lies on an ellipsoid
in reciprocal space [equation (15)];

(vii) (r.m.s.d.A)! lies on an ellipsoid in reciprocal
space [equation (14)].

Ellipsoids (i) and (v) are members of the same family
of surfaces defined by equation (2). Ellipsoids (vi) and
{vii) are both members of another family of surfaces
[equations (14) and (15)].
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Méthode Générale d’Etude des Couplages entre Polarisation, Aimantation
et Tensions dans les Cristaux

PAR J.SIVARDIERE
Centre d’Etudes Nucléaires de Grenoble, Rue des Martyrs, Grenoble, France

(Regu le 16 décembre 1968)

An extension of Bertaut’s macroscopic theory of magnetic and magnetoelectric couplings is presented.
The components of electric and magnetic moments and the stress tensor are classified according to
the irreducible representations of the crystal’s magnetic group; couplings are possible only within a

representation.

Couplages dans les cristaux paramagnétiques

Soit T4 un tenseur d’ordre n représentant une grandeur
physique 4, ses 3* composantes se transforment dans
une rotation suivant la représentation I 4=V" ou Vn,
V et V étant respectivement les représentations vec-
torielles polaire et axiale du groupe des rotations (dans
un cristal paramagnétique, donc invariant dans le ren-
versement du temps, une grandeur magnétique 4 cou-
plée a d’autres grandeurs non magnétiques intervient
nécessairement un nombre pair p de fois, et par suite
vz =V7p). Soit G le groupe ponctuel du cristal; I
est réductible suivant les représentations irréductibles
I, de G et par suite on peut classer les composantes
de T4, ou des combinaisons linéaires de ces compo-
santes, suivant les représentations 7.

Une maniére simple d’effectuer cette classification
consiste a utiliser la méthode de I'opérateur de projec-
tion (Melvin, 1956), quelles que soient les dimensions
des représentations I, aprés avoir déterminé les pro-
priétés de transformation des composantes de T4, 4

étant la polarisation P, le tenseur des contraintes g, le

tenseur des déformations d. Le théoréme d’Unsold
(Tinkham, 1964) fournit alors des invariants tensoriels
d’ordre 2 couplant deux grandeurs 4 et B: ce sont les

produits scalaires des vecteurs de base d’une méme
représentation extraits respectivement de ’espace des
coordonnées des tenseurs T4 et T; le terme énergé-
tique T asjx . Timn st invariant dans G si T asjx et Trimn
appartiennent a la méme représentation.

Le nombre d’invariants indépendants couplant les
grandeurs 4 et B est égal au nombre d’interventions
de la représentation identité I'; de G dans la réduction
de I'4 x I'p, ou encore au nombre de composantes ir-
réductibles réelles communes a "4 et I’ (Sivardiére &
Waintal, 1969, a paraitre).

La méthode ci-dessus généralise la théorie des cou-
plages ferro et antiferro électriques et magnétiques dé-
veloppée par Bertaut (Bertaut, 1968). Elle permet de
déterminer les couplages physiques autorisés par la
symétrie G, c’est-a-dire de construire une fonction
thermodynamique (énergie libre F) invariante dans G,
combinaison linéaire des invariants indépendants
d’Unsold:

F= X Taijk,zmn TAm‘ TBlmn'

ijk,Imn
Par des dérivations convenables, tenant compte de
la symétrie intrinseque du tenseur T, (souvent supé-
rieure a celle du tenseur T4 x Tg), on en déduit 'ex-
pression du tenseur T, décrivant les couplages entre
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les grandeurs A4 et B: piézoélectricité, €lasticité, photo-
élasticité, ... (Fumi, 1952; Birss, 1964; Bhagavantam,
1966). En particulier on peut obtenir simultanément
les tenseurs de Deffet piezoélectrique direct et inverse.

Pour Ieffet direct (apparition d’une polarisation sous
I’effet de contraintes), I’énergie libre:

F= X pyroisPr ,
ijke

est égale & Iénergie électrique emmagasinée, X P,
d’ou:

Pr= X dyroy ;

ij

pour Deffet inverse, F est égale & I’énergie élastique
acquise dans un champ électrique:

Yoy +2X0%,

i i

o4 = ? DpurPr
oiy(i#j)=% 7:: PiskPr .

La méthode est illustrée par des exemples choisis
dans les groupes ponctuels 2mm et 32, et dans
le groupe des rotations. Les Tableaux 1 et 2 résument
les éléments de symétrie des groupes 2mm et 32, leurs
caractéres dans les diverses représentations irréduc-
tibles ainsi que les composantes de tenseurs physiques
qui se transforment dans ces représentations. La nota-
tion des tenseurs est celle adoptée par Bhagavantam
(1966).

Exemple 1. Classe 2mm

Gréce au Tableau 1, on peut former 5 invariants
piézoélectriques indépendants: GzzPz, OyyPz, 0z2Ps,
022Pz, 042Py. Le tenseur piézoélectrique contient donc
S coefficients distincts:

Ozz Oyy Ozz Oy2 Oz Ozy
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Pz=P150'zx
Py= P 0y,
P, =P31022+ P30yy+ P3302:

(les tenseurs des effets direct et inverse sont ici iden-
tiques).

Grace au méme tableau, on forme 9 invariants
élastiques, 0%, 0zz.0yy, et 12 coefficients photoélasti-
ques (oydy) indépendants. D’oll le tenseur d’élasticité:

Oxzx Oyy Ozz Oyz Ozz Ozy
Ozz [Ciy C2 C3 0 0 O
Oyy [ C2 C2 Ci3 0 0 O
Ozz Ci CysCs 0 0 O >
Oyz 0 0 0 Cyg O O
Oz 0 0 0 0 GCs5 O
Oxy 0 0 O 0 0 C66

et le tenseur de photoélasticité:
Cll C12 C13 0
Cu Cp Cp
C31 C32 C33 0
0 0 0 Cyu O
0 0 0 0 GCss
0 0 0 0 0 Cg

[ NN )
SOOOO

Exemple 2. Classe 32 (z est paralléle a I’axe 3, x paral-
léle @ un axe 2)

Gréice au Tableau 2 on peut former 2 invariants
pi¢zoélectriques indépendants: (Gzz— Gyy)Pz—20yPy
et 0y.Pz—0:2Py. D’0U le tenseur de 'effet piézoélec-
trique direct:

Py —Py 0 Py O 0
0O 0 0 0 —Py 2P, |,
o 0 O o0 o 0

et le tenseur de I’effet piézoélectrique inverse:
Py =Py 0 Pl 0 0
0O 0 0 0 —-P, —P, .
o 0 O 0 0 0

Py 0 0 0 0 Ps O
Py 0 0 0 Py O O La quantité suivante est une combinaison linéaire
P, \P;y P P 0 0 O d’invariants élastiques (énergie €lastique):
Tableau 1. Classe 2mm et classes magnétiques associées
Iy € 2; Mgz My: P S Fi 2mm 2m’'m’ 2’mm’
A 1 1 1 1 P, Gzz, Oyy, Oz dzz, dyy, dzz Jz M. Jz, My
Bl 1 1 T T Ozy dzy M, Jz Jy, Mz
B2 1 T l T Pz 02z dzz Jx, Mz Jy, M:; Jz
B3 1 T 1 1 Py Oyz dyz Jy, My Jz, My Mz
Tableau 2. Classes 32 et 32'
Ty e 2C33C,; P 3 d 32 32
Ay 1 1 1 Ozz+0Oyy Oz dzz+dyy dz; Jz M.,
A2 1 1 T P Jz M,
S 1 I (e (0 B (o I W R v v/ B W1 (s v
Py —20zy/ \—0zz —2dzy —dx Jy My +Jz + M

AC25A -3
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W(Ozz+0yy)?+b02,+ (022 +0yy)02z
+ d[(O'x;; - aﬂy)z + 40-2”] + e("g: + Ofx)
+f (02— 0yy)Oyz +202y022] -

Posons: a+d=cyy, 2(a-d)=2cy, c=c13, f=C1, €=
a4, b= c33. Le tenseur d*élasticité s*écrit:
cn ¢z ¢33 ca O O
cz Cu ¢3 —ca 0 O
€13 €13 C33 0 0 O
Ci4 —Cy14 0 C44 0 0
0 0 0 0 Csq Cr4
0 0 0 0 Ci14

Le tenseur d’élasticité a la méme forme dans les
classes 32, 3m et 3m. Effectivement on a pour ces
classes: [V2]=24,( +2E g et la répartition des fonc-
tions de base est la méme; on forme donc les mémes
invariants élastiques. Le tenseur piézoélectrique y a
au contraire des formes différentes car: Vi, =A,+E,
V3m"—'—"A1+E et V’gm=A2u+Eu.

C11—C12

Exemple 3. Elasticité des corps isotropes, solides ou
liquides

Un corps isotrope est invariant dans le groupe des
rotations. Un tenseur symétrique d’ordre deux se trans-
forme suivant la représentation [VZ]=Dy+D, de ce
groupe. On peut exprimer les fonctions de base Y9 et
Y2, de ces représentations en coordonnées cartésiennes,
et on en déduit comment se transforment les compo-
santes du tenseur oy des tensions et du tenseur dj; des
déformations (Tableau 3). On peut alors écrire ’ex-
pression la plus générale des couplages élastiques, qui
dépend de deux coefficients op et o, A=0p—0/2 et
1=30,/4 sont respectivement le coefficient de Lamé et
le module de Coulomb (la viscosité d’un fluide est dé-
crite de la méme maniere par deux coefficients, les
coefficients de Navier). Le tenseur d’élasticité d’un
corps isotrope s’écrit donc:

A+2 A A 0
A A+2u A 0
A A A+2u 0
0 0 0 U
0 0 0 0
0 0 0 0

En symétrie cubique 0, la représentation D, est ré-
ductible suivant E+ T3, il y a donc trois coefficients
d’élasticité (seule une hypothése physique comme celle
de Cauchy réduit leur nombre). Considérons au con-
traire la susceptibilité électrique: dans un corps iso-
trope, un vecteur polaire se transformant suivant I'uni-

SR OOCO
Tooooo

METHODE GENERALE D’ETUDE DES COUPLAGES

que représentation D;, la susceptibilit¢ dépend d’un
seul coefficient.

Remarques diverses

(i) Dans un systéme rhomboédrique ou hexagonal,
on a intérét a choisir un repére orthogonal pour dé-
crire les différents tenseurs sinon la représentation vec-
torielle n’est pas unitaire, et on doit envisager la vari-
ance des tenseurs.

(ii) Les composantes yi du tenseur susceptibilité
électrique se transforment comme les composantes a;.
Pour le groupe 32, seules les composantes Yzz, Xyy €t
Xzz sont non nulles, puisque seules elles se transforment
dans la représentation identité.

D’autre part yzz — xyy =0, cette quantité n’étant pas
invariante, et par suite: yzz= xyy # Xzz. (Naturellement
on n’a pas nécessairement: gzz—0yy=0 puisque le
tenseur o représente une excitation extérieure qui
abaisse la symétrie du cristal et est indépendant de la
symeétrie initiale du cristal; le tenseur y caractérise au
contraire le cristal).

(iii) La symétrie intrinséque des grandeurs 4, B, . ..
peut étre introduite avant ou aprés le processus de
classement. Ainsi ¢ est symétrique; puisque: VZ=
[VZ]+{V2}, on peut d’abord supposer y quelconque,
oy se transforme comme le produit X;Xj; la condition
gy=aj supprime alors lintervention de {V2}. Plus
généralement la symétrie intrinséque implique la nul-
lité des combinaisons linéaires de composantes T 4ijx
associées & certaines /5.

(iv) Les couplages élastiques sont du type oo,
les couplages photoélastiques du type auyx.

Effectivement le tenseur élastique se transforme sui-
vant {[V?]2}, le tenseur photoélastique suivant [VZ]2.
Par suite les deux tenseurs n’ont des formes identiques
que si toute représentation I, qui figure dans la réduc-
tion de [V?] suivant les représentations de G y figure
une seule fois: c’est le cas pour le groupe des rotations
et les groupes cubiques.

Autre point de vue

Si un cristal de classe G est piézoélectrique, c’est que
sous l’effet de certaines pressions ou de certains cisail-
lements o, sa classe devient H, sous-groupe de G,
pyroélectrique. Il s’agit d’une simple conséquence du
principe de Curie.

Si gy et Py se transforment dans la représentation
I, de dimension d de G (0P est invariant dans G),
le sous-groupe H (o), dont les représentations irréduc-
tibles sont notées g, est tel que la restriction de I'x

Tableau 3. Fonctions de base des représentations Dy et D, du groupe des rotations

Dy x24y2=22
V3 (x+iy)?
V2 (x+iy)z

D, + (222—x2—y2)
V3 (x—iy)z
Vi (x—iy)?

Gzz+ Oyy+ Ozz
V% (UII+2i0'zy—O'yy)
V—g— (0'xz+i0'yz)
% (202:—0zz—0yy)
V2 (02— ioy2)
V# (022 —2i0zy — Gyy)

dug+dyy+dz

V3 (dez+2idsy—dyy)
V3 (dzz+ idy2)

% (2dzz—dzz—dyy)
V2 (dzz—idyz)
V3 (daz+ 2idzy—dyy)
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a ce sous-groupe contienne d, fois la représentation
identité 4,. En effet les composantes oy des contraintes
appliquées doivent étre invariantes dans le groupe de
symétrie du cristal; en particulier H(I})=G. Si toutes
les composantes gy appartenant 2 I, ne sont pas ap-
pliquées, la réduction de symétrie peut étre moins forte.

Exemples
(i) Groupe 2mm

Les réductions de symétrie sous ’effet des contrain-
tes sont les suivantes: H(B))=2, H(B,)=my., H(B;)=
my.. Seuls les groupes m. et my, sont pyroélectriques.

(ii) Groupe 32

Si le tense_urE est diagonal, la symétrie 32 n’est pas
réduite; si ¢ est quelconque, aucune symétrie ponc-
tuelle ne subsiste. Si seuls les coefficients oz et ayy
ne sont pas nuls, la symétrie devient H=2;, et effec-
tivement la restriction de la représentation E aux él¢-
ments de H est réductible et contient une fois la repré-
sentation identité 4, de H (ozy se transforme suivant
Ap# A, mais est supposé nul).

Remarque

Supposons qu’un cristal subisse une réduction de
symeétrie; si une propriété physique relie deux gran-
deurs se transformant suivant /"4 et I'g et si le nombre
de composantes irréductibles communes & 4 et I's
augmente quand on passe du groupe au sous-groupe,
le nombre de coefficients du tenseur correspondant
augmente. Ainsi, la susceptibilité électrique est décrite
par un coefficient en symétrie isotrope et cubique (432),
et par deux coefficients en symétrie quadratique (422):
effectivement, la représentation D; restreinte & 432 et
422 est irréductible (7}) ou réductible (4,+ E).

La réduction de symétrie envisagée ci-dessus peut
étre spontanée (transformation allotropique), ou im-
posée par une action extérieure. Dans ce dernier cas,
la méthode des représentations permet de prévoir les
effets morphiques envisagés par Nye (Nye, 1961) et les
couplages qui leur donnent naissance.

Considérons par exemple un cristal de symétrie
2.mm. Si on applique le champ E, la symétrie devient
mgz; Ez induit le cisaillement dz, mais dans le groupe
My, les couplages Exdyz, Exdyy et Ezd,, sont autorisés,
alors qu’ils sont interdits dans le groupe initial, comme
le montre le Tableau ci-dessous:

2; mm Mzz E d
A1, Bl - A' Ez, Ez dzz, dyy, dzz, dzz
Bl, B}—) A" Ey Yy Qyz

Il peut donc apparaitre de nouvelles constantes
piézoélectriques par suite de la réduction de symétrie.
Naturellement, le tenseur de leffet piézoélectrique ne
tient pas compte des effets morphiques, qui sont du
second ordre, puisque par définition il relie linéaire-

ment P’excitation E et la réponse d du cristal.

A C25A - 3*
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Couplages dans les cristaux ordonnés magnétiquement

Soit G le groupe magnétique du cristal dans 1’état
ordonné; on sait que G, est caractérisé soit par la
donnée d’un sous-groupe invariant d’indice 2 du groupe
ponctuel G, soit par la donnée d’une représentation 'y,
réelle de dimension 1 de G (Sivardiére, 1969, & paraitre).

Gm et G sont isomorphes et ont donc les mémes re-
présentations irréductibles. Si 4 est une grandeur mag-
nétique, les composantes de T4 se transforment dans
le groupe Gn, alors que si 4 n’est pas magnétique, les
composantes de T4 se transforment dans G. Pour
utiliser la méthode précédente, on doit donc classer les
composantes de T4 suivant les représentations irréduc-
tibles de G, ou de G, suivant que A est, ou n’est pas,
magnétique.

On peut commencer par classer les composantes de
T 4 suivant les représentations de G; si 4 est magnétique
et si T4z se transforme suivant la représentation I,
de G, cette composante se transforme suivant la repré-
sentation (de méme dimension) ', de Gp. On étudie
alors simplement toutes les classes magnétiques G
associées au groupe ponctuel G.

Ainsi I'aimantation M se transforme suivant la re-
présentation axiale V dans le groupe G et suivant I,V
dans le groupe G. De méme la densité de courant
spontané J (Ascher, 1966) se transforme suivant V
dans le groupe G et suivant I',V dans le groupe Gp.
(D’apres le théoréme de Bloch, J=0 dans les groupes
paramagnétiques; J est différent de zéro dans les 31
groupes magnétiques G, tels que ',V contienne la
représentation identité du groupe G correspondant.)

Les couplages entre composantes de la polarisation,
de l’aimantation, de la densité de courant spontané,
du tenseur des contraintes, ... ne sont possibles qu’a
Pintérieur d’une méme représentation du groupe mag-
nétique. On peut prévoir alors les couplages magnéto-
électriques, piézoélectriques ... et en particulier envi-
sager les configurations antiferroélectriques et anti-
ferromagnétiques.

A titre d’exemple, nous avons indiqué dans les Ta-
bleaux 1 et 2 les propriétés de transformation de I’ai-
mantation M et de la densité de courant spontané J
dans les classes magnétiques associées aux groupes
ponctuels 2mm et 32.

Exemple 1

Dans la classe 2mm, on trouve 2 invariants magnéto-
électriques et 3 invariants piézomagnétiques.

Dans la classe 2m’m’, associée 2 la représentation B,
de 2mm, on trouve 3 invariants magnétoélectriques;
le tenseur piézomagnétique y a la méme forme que le
tenseur piézoélectrique dans la classe 2mm, puisque les
composantes de la polarisation se transforment dans
la classe 2mm comme les composantes de I’aimanta-
tion dans la classe 2m’'m’.

Dans la classe 2m’m’, associée & la représentation B,
de 2mm, on trouve de méme 2 invariants magnéto-
électriques et 5 invariants piézomagnétiques; un cou-
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rant spontané est autorisé suivant X, le tenseur de
London est diagonal, et on prévoit les couplages
Jsz, JzEx, JxMy, Jny, Jxazz, Jzayy, Jxo'zz, Jya'a;y,
Jzazx.

Exemple 2

Dans la classe 32, comme dans toutes les classes
propres triviales, les tenseurs piézoélectrique et piézo-
magnétique ont méme symétrie (2 coefficients). Dans
la classe 32', on trouve 4 invariants piézomagnétiques:
(Ozz+0yy)Fz, OzeFy (Ozz—Oyy)Fz—202yFy, OyoFz—
025Fy, d’ou le tenseur piézomagnétique:

0 0 0 0 Pis —2Py
—Py Pp 0 Ps 0 2P
Py Py Py3 0O 0

Dans la classe 32, on trouve 2 invariants magnéto-
électriques: FzPgz+ FyPy, F.P.; dans la classe 32/, le
seul invariant est: FyPy— FyPz. Dans la classe 32’, un
courant spontané est autorisé suivant z, les tenseurs
piézomagnétique et piézoconductif ont la méme forme.

Remarques

(i) Si la structure magnétique du cristal se trans-
forme dans une représentation I, réelle de dimension
1 de G, elle est invariante dans le groupe magnétique
G,; si I, est complexe ou de dimension supérieure & 1,
la méthode précédente ne peut s’appliquer qu’apres
une réduction de symétrie: le groupe magnétique Hp
est associé & un sousgroupe H de G (Sivardiére, 1969),

(ii) Les groupes 32 et 3m sont isomorphes et ont
mémes représentations irréductibles. M étant un vec-
teur axial, invariant par inversion, la représentation V
est la méme dans ces deux groupes; il en est de méme
de [V?], invariante par inversion. Par conséquent, le
tenseur piézomagnétique a la méme forme dans les
classes 32 et 3m d’une part, 32’ et 3m’ d’autre part.
Notons que les représentations V et I'nV de 3m (I'm=
A,=¢) sont identiques, donc le tenseur piézomagnéti-
que dans 3m’ est identique au tenseur piézoélectrique
dans 3m.

METHODE GENERALE D’ETUDE DES COUPLAGES

Généralisation

En classant suivant les représentations du groupe
magnétique les composantes des tenseurs P;P;, FiFj,
P;iF;, PiP;Py, ... on pourrait étudier par la méthode
précédente tous les couplages entre la polarisation,
I’aimantation et les contraintes envisagés par Lyubimov
(Lyubimov, 1968).

Conclusion

La méthode des représentations peut étre utilisée pour
construire toutes sortes de quantités invariantes dans
les groupes ponctuels cristallographiques et magnéti-
ques: énergie libre décrivant les couplages entre polari-
sation, aimantation, courants spontanés et contraintes,
mais aussi énergie mise en jeu dans les phénoménes
d’optique cristalline, énergie dissipée dans les phéno-
meénes irréversibles, énergie du champ cristallin et éner-
gie d’anisotropie magnétocristalline.

Je remercie Monsieur le Professeur E.F.Bertaut de
I'intérét qu’il a porté & ce travail, et des conseils qu’il
m’a prodigués au cours de la rédaction.
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