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(iv) m.s.d.B, lies on a quartic surface in direct space 
[equation (12)]; 

(v) r.m.s.d.B, lies on an ellipsoid in direct space 
[equation ( 13)]; 

(vi) constant temperature factor lies on an ellipsoid 
in reciprocal space [equation (15)]; 

(vii) (r.m.s.d.A) -1 lies on an ellipsoid in reciprocal 
space [equation (14)]. 

Ellipsoids (i) and (v) are members of the same family 
of surfaces defined by equation (2). Ellipsoids (vi) and 
(vii) are both members of another family of surfaces 
[equations (14) and (15)]. 
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M6thode G6n6rale d'Etude des Couplages entre Polarisation, Aimantation 
et Tensions dans les Cristaux 
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Centre d'Etudes Nucldaires de Grenoble, Rue des Martyrs, Grenoble, France 

(Re~:u le 16 ddcembre 1968) 

An extension of Bertaut's macroscopic theory of magnetic and magnetoelectric couplings is presented. 
The components of electric and magnetic moments and the stress tensor are classified according to 
the irreducible representations of the crystal's magnetic group; couplings are possible only within a 
representation. 

Couplages dans les cristaux paramagn~tiques 

Soit TA un tenseur d'ordre n repr~sentant une grandeur 
physique A, ses 3 n composantes se transforment dans 
une rotation suivant la repr6sentation FA = V n ou ~,n, 
V e t  ~r 6tant respectivement les repr6sentations vec- 
torielles polaire et axiale du groupe des rotations (dans 
un cristal paramagn6tique, donc invariant dans le ren- 
versement du temps, une grandeur magn6tique A cou- 
pl6e ~ d'autres grandeurs non magn~tiques intervient 
n6cessairement un nombre pair p de fois, et par suite 
Vn~=gCnp). Soit G le groupe ponctuel du cristal; FA 
est r6ductible suivant les repr6sentations irr6ductibles 
F~ de G e t  par suite on peut classer les composantes 
de TA, ou des combinaisons lin6aires de ces compo- 
santes, suivant les repr6sentations F~. 

Une mani~re simple d'effectuer cette classification 
consiste h utiliser la m6thode de l'op6rateur de projec- 
tion (Melvin, 1956), quelles que soient les dimensions 
des repr6sentations F~, apr~s avoir d6termin6 les pro- 
pri6t6s de transformation des composantes de Ta, A 
6tant la polarisation P, le tenseur des contraintes a, le 
tenseur des d6formations d. Le th6or~me d'Uns61d 
(Tinkham, 1964) fournit alors des invariants tensoriels 
d'ordre 2 couplant deux grandeurs A et B: ce sont les 

produits scalaires des vecteurs de base d'une m~me 
repr6sentation extraits respectivement de l'espace des 
coordonn6es des tenseurs TA et TB; le terme dnergd- 
tique Taijk • ZB lmn  est invariant dans G si TAtj~ et Z B l m n  
appartiennent gt la m~me representation. 

Le nombre d'invariants ind6pendants couplant les 
grandeurs A et Bes t  6gal au nombre d'interventions 
de la repr6sentation identit6 Fa de G dans la r6duction 
de FA × FB, ou encore au nombre de composantes ir- 
r6ductibles r6elles communes h FA et FB (Sivardi~re & 
Waintal, 1969, ~t paraitre). 

La m6thode ci-dessus g6n6ralise la th6orie des cou- 
plages ferro et antiferro 61ectriques et magn6tiques d6- 
velopp6e par Bertaut (Bertaut, 1968). Elle permet de 
d6terminer les couplages physiques autoris6s par la 
sym&rie G, c'est4t-dire de construire une fonction 
thermodynamique (6nergie libre F) invariante dans G, 
combinaison lin6aire des invariants ind6pendants 
d 'UnsNd: 

F= X Talje,tmn TAtj k Tntm n • 
ijk,lmn 

Par des d6rivations convenables, tenant compte de 
la sym6trie intrins~que du tenseur Ta (souvent sup6- 
rieure h celle du tenseur TA × TB), on en d6duit l'ex- 
pression du tenseur Ta d6crivant les couplages entre 
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les grandeurs A e t  B: pi6zo61ectricit6, 61asticit6, photo- 
61asticit6, . . .  (Fumi, 1952; Birss, 1964; Bhagavantam, 
1966). En particulier on peut obtenir simultan6ment 
les tenseurs de l'effet piezo61ectrique direct et inverse. 

Pour l'effet direct (apparition d'une polarisation sous 
l'effet de contraintes), l'6nergie libre: 

F= X p,~eailP~ , 
Ok 

est 6gale h l'6nergie 61ectrique emmagasin6e, 27 P~, 
d'ofi: 

P~ = X d~a~ ; 
0 

pour l'effet inverse, F est 6gale ~t l'6nergie 61astique 
acquise dans un champ 61ectrique: 

d'ofl 

et 

Z a~, + 2 Z a~ , 
i i1 

aZ. = Z puxP~ 
1 

a~(iCj) = ½ 27 p ~ P e  . 
k 

La m6thode est illustr6e par des exemples choisis 
dans les groupes ponctuels 2mm et 32, et dans 
le groupe des rotations. Les Tableaux 1 et 2 r6sument 
les 616ments de sym6trie des groupes 2ram et 32, leurs 
caract6res dans les diverses representations irr~duc- 
tibles ainsi que les composantes de tenseurs physiques 
qui se transforment dans ces repr&entations. La nota- 
tion des tenseurs est celle adopt6e par Bhagavantam 
(1966). 

Exemple 1. Classe 2mm 
Grfice au Tableau 1, on peut former 5 invariants 

pi6zo61ectriques ind6pendants" axxPz, auuPz, azzPz, 
azxPx, auzP u. Le tenseur pi6zo61ectrique contient donc 
5 coefficients distincts: 

(Tx, x (Tyy fizz 17y2 t72x {7xy 

P x (  0 0 0 0 P15 O) 
Pu 0 0 0 /°24 0 0 
Pz P31 P32 .P33 0 0 0 

[ Px=Pasazx 
Py = P24ayz 
Pz = P31axz + P3zayy + P33azz 

(les tenseurs des effets direct et inverse sont ici iden- 
tiques). 

Grfice au m~me tableau, on forme 9 invariants 
61astiques, a~j, axx.auu, et 12 coefficients photo61asti- 
ques (atjd~j) ind6pendants. D'ofi le tenseur d'61asticit6: 

~xx (Tyy tTzz {Tyz (Tzx {Txy 

O'ZZ / C l l  C12 C13 0 0 0 
O-yy 1C12 C22 C23 0 0 ) O'ZZ / C 1 3  C23 C33 0 0 

0 0 
azx 0 0 0 Css 
O'~y 0 0 0 0 C66 / 

et le tenseur de photo61asticit6" 

C22 C23 0 0 
C32 C33 0 0 
0 
0 0 0 C55 
o o o o c ~ d  

Exemple 2. Classe 32 (z est parallOle gt l'axe 3, x paral- 
lkle d un axe 2) 

Grfice au Tableau 2 on peut former 2 invariants 
pi6zo61ectriques ind6pendants: (axz-  avv)Px- 2axuPv 
et avzPx-azxP u. D'ofl le tenseur de l'effet pi6zo61ec- 
trique direct: 

P n - P n  0 /°14 0 0 ) 
0 0 0 0 --P14 - 2 P n  , 
0 0 0 0 0 0 

et le tenseur de l'effet pi6zo61ectrique inverse: 
( P'n -P'H 0 P'14 0 0 ) 

0 0 0 0 --PI4 -P~I  • 
0 0 0 0 0 0 

La quantit6 suivante est une combinaison lin6aire 
d'invariants 61astiques (6nergie 61astique): 

AI 
B1 
B2 
B3 

Tableau 1. Classe 2mm et classes magnOtiques assocides 

2~ mz~ mu~ P ~ d 2mm 2m" m" 
1 1 1 1 Pz trz~, auu, trz, dzz, duu, dz~ Jz M~ 
1 1 T T trxu dzu Mz Jz 
1 T 1 i Px tr2x dz~ Jx, Mx Jr, Mx 
1 T T 1 Pu auz duz Jr, Mv Jx, Mu 

2tram t 

Jx, Mv  
Jy, M~ 
J~ 

M~ 

A1 
A2 
E 

s 2C3 3C2 P 
1 1 1 
1 1 T Pz 
2 ] 0 (Pz) Pv 

Tableau 2. Classes 32 et 32' 

~ d 32 
axx + auu azz dzx + dvu d~ 

Jz Mz 

(2) 

32' 
J~ Mz 

A C 25A - 3 
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a(axx + avu) z + brr2, + c(az~ + (rvv)rrzz 
+ d[(rr~-avu)Z + 4oaj + e(~,  + ~ )  

+ f  [(azx- avv)avz + 2axv(zz~] • 

Posons: a + d = c m  2(a-d)=2cx2, c=c~3, f=c~4, e= 
c44, b = c33. Le tenseur d'61asticit6 s'6crit: 

I 
Cll C12 C13 C14 0 0 2 1  C~2 ell C13 -- C14 0 0 
C13 C13 e33 0 0 0 
c14 -- el4 0 c44 0 0 

0 0 0 C44 C14 
0 0 0 c~4 c n -  cx 

Le tenseur d'61asticit6 a la m~me forme dans les 
classes 32, 3m et 3m. Effectivement on a pour ces 
classes" [VZ]=2Ax(o)+2E(~) et la r6partition des fonc- 
tions de base est la marne; on forme done les mames 
invariants 61astiques. Le tenseur pi6zo61ectrique y a 
au contraire des formes diff6rentes car: V3z=Az+E, 
V3ra =A1 + E  et V'~ra =Azu +Eu. 

Exemple 3. Elasticit~ des corps isotropes, solides ou 
liquides 

Un corps isotrope est invariant dans le groupe des 
rotations. Un tenseur sym6trique d'ordre deux se trans- 
forme suivant la repr6sentation [VZ]=Do+D2 de ce 
groupe. On peut exprimer les fonctions de base yo et 
y2 de ces repr6sentations en coordonn6es cart6siennes, 
et on en d6duit comment se transforment les compo- 
santes du tenseur a~i des tensions et du tenseur d# des 
d6formations (Tableau 3). On peut alors 6crire l'ex- 
pression la plus g6n6rale des couplages 61astiques, qui 
d6pend de deux coefficients ~o et c¢2. 2=~0-~2/2 et 
/z= 3c¢2/4 sont respectivement le coefficient de Lam6 et 
le module de Coulomb (la viscosit6 d'un fluide est d6- 
crite de la m~me mani~re par deux coefficients, les 
coefficients de Navier). Le tenseur d'61astieit6 d'un 
corps isotrope s'6crit done: 

2+2#  2 0 0 0 
2 2+2/z 0 0 
0 0 /z 0 . 
0 0 0 /z 
0 0 0 0 

En sym6trie cubique 0, la repr6sentation D2 est r6- 
ductible suivant E+/ '2 ,  il y a done trois coefficients 
d'61asticit6 (seule une hypoth~se physique comme celle 
de Cauchy r6duit leur nombre). Consid6rons au con- 
traire la susceptibilit6 61ectrique: dans un corps iso- 
trope, un vecteur polaire se transformant suivant l'uni- 

que repr6sentation D~, la susceptibilit6 d6pend d'un 
seul coefficient. 

Remarques diverses 
(i) Dans un syst6me rhombo6drique ou hexagonal, 

on a int6r& ~t choisir un rep~re orthogonal pour d6- 
crire les diff6rents tenseurs sinon la repr6sentation vec- 
torielle n'est pas unitaire, et on doit envisager la vari- 
ance des tenseurs. 

(ii) Les composantes Z~ du tenseur susceptibilit6 
61ectrique se transforment comme les composantes aw 
Pour le groupe 32, seules les composantes Xxz, Xuu et 
Zzz sont non nulles, puisque seules elles se transforment 
darts la repr6sentation identit6. 

D'autre part Xxx-Zvv=O, cette quantit6 n'6tant pas 
invariante, et par suite: Xzx =Xvv #Zzz. (Naturellement 
on n'a pas n6cessairement: axx-auy=O puisque le 

= 

tenseur a repr6sente une excitation ext6rieure qui 
abaisse la sym6trie du cristal et est ind6pendant de la 
sym6trie initiale du cristal; le tenseur X caraet6rise au 
contraire le cristal). 

(iii) La sym6trie intrins~que des grandeurs A, B, . . .  
peut ~tre introduite avant ou apr~s le processus de 
classement. Ainsi ~ est sym6trique; puisque" V2= 
[V 2] + {V2}, on peut d'abord supposer Z quelconque, 
aij se transforme comme le produit X, Xj; la condition 
a,~=a~, supprime alors l'intervention de {V2}. Plus 
g6n6ralement la sym6trie intrins~que implique la nul- 
lit6 des combinaisons lin6aires de composantes T.4~jx 
associ6es h certaines F~. 

(iv) Les couplages 6lastiques sont du type rrijakz, 
les couplages photo61astiques du type a,jX~z. 

Effectivement le tenseur 61astique se transforme sui- 
vant {[VZ]Z}, le tenseur photo61astique suivant [VZ] z. 
Par suite les deux tenseurs n'ont des formes identiques 
que si toute repr6sentation F,  qui figure dans la r6duc- 
tion de [V z] suivant les repr6sentations de G y figure 
une seule fois" c'est le cas pour le groupe des rotations 
et les groupes cubiques. 

Autre point de rue 
Si un cristal de classe G est pi6zo61ectrique, c'est que 

sous l'effet de certaines pressions ou de certains cisail- 
lements rrl~, sa classe devient H, sous-groupe de G, 
pyro61ectrique. I1 s'agit d'une simple cons6quence du 
principe de Curie. 

Si cr,j et Pe se transforment dans la repr6sentation 
/ ' ,  de dimension d de G ((rllPe est invariant dans G), 
le sous-groupe H(aij), dont les repr6sentations irr6duc- 
tibles sont not6es Ap, est tel que la restriction de F,  

Tableau 3. Fonctions de base des representations Do et D2 du groupe des rotations 

Do 

D2 

X 2 q- y2 --_ Z2 axx + Gyv + ¢Xzz dxx + dyy + dzz 

(x + iy)z ~/~ (axz + irryz) Uw (dxz + idyz) 
½ (2z2 - x2 - y2) ½ (2o'zz- a2x - avu) ½ (2dzz- dxz - dvu) 

~ 3- (x - - i y ) z  ~/3- (axz--iayz) ~ (dxz- iduz)  
( x -  iy) 2 1/~ (crzx -- 2iezu -- auu) (dxz + 2idxu - duu) 
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ce sous-groupe contienne d, fois la repr6sentation 
identit6 A~. En effet les composantes a~j des contraintes 
appliqu6es doivent ~tre invariantes dans le groupe de 
sym6trie du cristal; en particulier H(F1)= G. Si toutes 
les composantes a~ appartenant h F~ ne sont pas ap- 
pliqu6es, la r6duction de sym6trie peut ~tre moins forte. 

Exemples 
(i) Groupe 2ram 

Les r6ductions de sym6trie sous l'effet des contrain- 
tes sont les suivantes: H(B1)= 2, H(B2)=rnxz, H(B3)= 
muz. Seuls les groupes rnxz et rnuz sont pyro61ectriques. 

(ii) Groupe 32 
Si le tenseur a est diagonal, la sym6trie 32 n'est pas 

r6duite; si cr est quelconque, aucune sym6trie ponc- 
tuelle ne subsiste. Si seuls les coefficients axx et auu 
ne sont pas nuls, la sym6trie devient H=2x,  et effec- 
tivement la restriction de la repr6sentation E aux 616- 
ments de H est r6ductible et contient une fois la repr6- 
sentation identit6 A~ de H (a~u se transforme suivant 
Ap¢A~ mais est suppos6 nul). 

Remarque 
Supposons qu'un cristal subisse une r6duction de 

sym6trie; si une propri6t6 physique relie deux gran- 
deurs se transformant suivant F.4 et FB et si le nombre 
de composantes irr6ductibles communes h FA et FB 
augmente quand on passe du groupe au sous-groupe, 
le nombre de coefficients du tenseur correspondant 
augmente. Ainsi, la susceptibilit6 61ectrique est d6crite 
par un coefficient en sym6trie isotrope et cubique (432), 
et par deux coefficients en sym6trie quadratique (422)" 
effectivement, la repr6sentation D~ restreinte ~t 432 et 
422 est irr6ductible (/'1) ou r6ductible (Az+ E). 

La r6duction de sym6trie envisag6e ci-dessus peut 
atre spontan6e (transformation allotropique), ou im- 
pos6e par une action ext6rieure. Dans ce dernier cas, 
la m6thode des repr6sentations permet de pr6voir les 
effets morphiques envisag6s par Nye (Nye, 1961) et les 
couplages qui leur donnent naissance. 

Consid6rons par exemple un cristal de sym6trie 
2zmm. Si on applique le champ Ex, la sym6trie devient 
mxz; Ex induit le cisaillement dx, mais dans le groupe 
mxz, les couplages Ez, dxx, Ez, duu et Exdzz sont autoris6s, 
alors qu'ils sont interdits dans le groupe initial, comme 
le montre le Tableau ci-dessous: 

2z mm mzz E d 
A1, B1--9" A" Ez, Ez dzz, duu, d~, d~z 
B1, B3 "--> A'" Ev dzy, dvz 

I1 peut done apparaitre de nouvelles constantes 
pi6zo61ectriques par suite de la r6duction de sym6trie. 
Naturellement, le tenseur de l'effet pi6zo61ectrique ne 
tient pas compte des effets morphiques, qui sont du 
second ordre, puisque par d6finition il relie lin6aire- 
ment l'excitation E et la r6ponse d du cristal. 

Couplages dans les cristaux ordonn~s magn~tiquement 

Soit Gm Iv groupe magn6tique du cristal dans l'6tat 
ordonn6; on sait que Gm est caract6ris6 soit par la 
donn6e d'un sous-groupe invariant d'indice 2 du groupe 
ponctuel G, soit par la donn6e d'une repr6sentation Fm 
r6elle de dimension 1 de G (Sivardi~re, 1969, h paraitre). 

Gmet G sont isomorphes et ont done les m~mes re- 
pr6sentations irr6ductibles. Si A est une grandeur mag- 
n6tique, les composantes de TA se transforment dans 
le groupe Gin, alors que si A n'est pas magn6tique, les 
composantes de T.4 se transforment clans G. Pour 
utiliser la m6thode pr6c6dente, on doit donc classer les 
composantes de TA suivant les repr6sentations irr6duc- 
t ines de Gm ou de G, suivant que A est, ou n'est pas, 
magn6tique. 

On peut commencer par classer les composantes de 
T.4 suivant les repr6sentations de G; si A est magn6tique 
et si TA~jk Se transforme suivant la repr6sentation /'~ 
de G, cette composante se transforme suivant la repr6- 
sentation (de m~me dimension) FmF~, de Gin. On 6tudie 
alors simplement toutes les classes magn6tiques Gm 
associ6es au groupe ponctuel G. 

Ainsi l 'aimantation M se transforme suivant la re- 
pr6sentation axiale V dans le groupe Get  suivant Fm~ r 
dans le groupe Gin. De m~me la densit6 de courant 
spontan6 J (Ascher, 1966) se transforme suivant V 
dans le groupe G e t  suivant FmV dans le groupe Gin. 
(D'apr~s le th6or~me de Bloch, J =0  dans les groupes 
paramagn&iques; J e s t  diff6rent de z6ro dans les 31 
groupes magn6tiques Gm tels que FmV contienne la 
repr6sentation identit6 du groupe G correspondant.) 

Les couplages entre composantes de la polarisation, 
de l'aimantation, de la densit6 de courant spontan6, 
du tenseur des contraintes, . . .  ne sont possibles qu'h 
l'int6rieur d'une m~me repr6sentation du groupe mag- 
n6tique. On peut pr6voir alors les couplages magn6to- 
61ectriques, pi6zo61ectriques . . .  et en particulier envi- 
sager les configurations antiferro61ectriques et anti- 
ferromagn6tiques. 

A titre d'e×emple, nous avons indiqu6 dans les Ta- 
bleaux 1 et 2 les propri6t6s de transformation de l'ai- 
mantation M e t  de la densit6 de courant spontan6 J 
dans les classes magn6tiques associ6es aux groupes 
ponctuels 2mm et 32. 

Exemple 1 
Dans la classe 2mm, on trouve 2 invariants magn6to- 

61ectriques et 3 invariants pi6zomagn6tiques. 
Dans la classe 2m'm', associ6e ~t la repr6sentation Bx 

de 2mm, on trouve 3 invariants magn6to61ectriques; 
le tenseur pi6zomagn6tique y a la marne forme que le 
tenseur pi6zo61ectrique dans la classe 2mm, puisque les 
composantes de la polarisation se transforment dans 
la classe 2mm comme les composantes de l'aimanta- 
tion dans la classe 2m'm'. 

Dans la classe 2m'm', associ6e h la repr6sentation Bz 
de 2mm, on trouve de m~me 2 invariants magn6to- 
61ectriques et 5 invariants pi6zomagn6tiques; un cou- 

A C 2 5 A  - 3* 
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rant spontan6 est autoris6 suivant x, le tenseur de 
London est diagonal, et on pr6voit les couplages 
JxEz, JzEx, JxMu, JyM:~, Jxtrxx, Jxtry u, Jxazz, Jytrxy, 
J z t T  z x . 

Exemple 2 
Dans la classe 32, comme dans toutes les classes 

propres triviales, les tenseurs pi6zo61ectrique et pi6zo- 
magn6tique ont m~me sym6trie (2 coefficients). Dans 
la classe 32', on trouve 4 invariants pi6zomagn6tiques" 
(az, x, +tryv)Fz, azzFz, (trxx-trvv)Fz,- 2az, vFy, auzFz,- 
azz, Fv, d'ofi le tenseur pi6zomagn6tique: 

0 0 0 0 P15 -2P22 \ 
-- P22 P22 0 P15 0 -2PI1 ) • 

P31 P31 P33 0 0 0 

Dans la classe 32, on trouve 2 invariants magn6to- 
61ectriques: FxP~+FyPu, F~Pz; dans la classe 32', le 
seul invariant est: FxPy-FuPx.  Dans la classe 32', un 
courant spontan6 est autoris6 suivant z, les tenseurs 
pi6zomagn6tique et pi6zoconductif ont la m~me forme. 

Remarques 
(i) Si la structure magn6tique du cristal se trans- 

forme dans une repr6sentation F~ r6elle de dimension 
1 de G, elle est invariante dans le groupe magn6tique 
G~; si F~ est complexe ou de dimension sup6rieure h 1, 
la m6thode pr6c6dente ne peut s'appliquer qu'apr~s 
une r6duction de sym6trie" le groupe magn6tique Hm 
est associ6 h u n  sousgroupe H de G (Sivardibre, 1969), 

(ii) Les groupes 32 et 3m sont isomorphes et ont 
m~mes repr6sentations irr6ductibles. M 6tant un vec- 
teur axial, invariant par inversion, la repr6sentation ~¢ 
est la m~me dans ces deux groupes, il enest  de m~me 
de IV2], invariante par inversion. Par cons6quent, le 
tenseur pi6zomagn6tique a la mSme forme dans les 
classes 32 et 3m d'une part, 32' et 3rn' d'autre part. 
Notons que les repr6sentations V et FmV de 3m (Fro = 
A2=e) sont identiques, donc le tenseur pi6zomagn6ti- 
que dans 3m' est identique au tenseur pi6zo61ectrique 
dans 3m. 

Gdndralisation 
En classant suivant les repr6sentations du groupe 

magn6tique les composantes des tenseurs PiPj, FIFj, 
P~Fj, PiPjP~, . . .  on pourrait 6tudier par la m6thode 
pr6c6dente tous les  couplages entre la polarisation, 
l'aimantation et les contraintes envisag6s par Lyubimov 
(Lyubimov, 1968). 

Conclusion 

La m6thode des repr6sentations peut ~tre utilis6e pour 
construire toutes sortes de quantit6s invariantes dans 
les groupes ponctuels cristallographiques et magn6ti- 
ques: 6nergie libre d6crivant les couplages entre polari- 
sation, aimantation, courants spontan6s et contraintes, 
mais aussi 6nergie mise en jeu dans les ph6nom~nes 
d'optique cristalline, 6nergie dissip6e dans les ph6no- 
m~nes irr6versibles, 6nergie du champ cristallin et 6ner- 
gie d'anisotropie magn6tocristalline. 

Je remercie Monsieur le Professeur E. F. Bertaut de 
l'int6r~t qu'il a port6 ~t ce travail, et des conseils qu'il 
m'a prodigu6s au cours de la r6daction. 
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